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Аннотация. Настоящая работа посвящена изучению свойств рекуррентных движений ди-
намической системы gt, заданной в отделимом полуметрическом пространстве Γ.

На основании определений минимального множества и рекуррентного движения, введен-
ных Дж. Биркгофом в начале прошлого века, получено новое достаточное условие ре-
куррентности движений системы gt в Γ. Это условие устанавливает новое свойство дви-
жений, которое жестко связывает произвольные и рекуррентные движения. На основа-
нии данного свойства показано, что если в пространстве Γ положительная (отрицатель-
ная) полутраектория некоторого движения относительно секвенциально компактна, то ω -
предельное ( α -предельное) множеством этого движения является секвенциально компакт-
ным минимальным множеством.

В качестве одного из приложений полученных результатов изучено поведение движений
динамической системы gt, заданной на топологическом многообразии V. Это изучение
позволило существенно упростить классическое представление о взаимоотношении движе-
ний на V, фактически изложенное Дж. Биркгофом в 1922 г. и с тех пор не менявшееся.
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Abstract. The present paper is devoted to studying the properties of recurrent motions of a
dynamical system gt defined in a Hausdorff semi-metric space Γ.

Based on the definitions of a minimal set and recurrent motion introduced by G. Birkhoff at
the beginning of the last century, a new sufficient condition for the recurrence of motions of
the system gt in Γ is obtained. This condition establishes a new property of motions, which
rigidly connects arbitrary and recurrent motions. Based on this property, it is shown that if
in the space Γ positively (negatively) semi-trajectory of some motion is relatively sequentially
compact, then the ω -limit ( α -limit) set of this motion is a sequentially compact minimal set.

As one of the applications of the results obtained, the behavior of motions of the dynamical
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Введение

Пусть Σ — метрическое пространство с метрикой d и R = (−∞,+∞) — действитель-
ная ось. Рассмотрим отображение f : R× Σ→ Σ и положим

f(t, p) = gtp.

При этом будем считать, что:
(a) отображение f непрерывно по совокупности переменных t, p на множестве R×Σ;

(b) для всех p ∈ Σ

g0p = p;

(c) для всех t, τ ∈ R
gt+τ = gtgτ .

Тогда будем говорить, что группа преобразований gt — динамическая система, а для
любого p ∈ Σ функция t→ f(t, p) — движение (см. [1, с. 347]).

Конечной целью общей теории динамических систем является «качественное опреде-
ление всех возможных типов движений и взаимоотношений между этими движениями»
(см. [2, с. 194]).

Важнейшим движением является рекуррентное, так как в полном пространстве Σ за-
мыкание траектории рекуррентного движения представляет собой компактное минималь-
ное множество (см. [1, с. 404]), а каждое движение f(t, p), расположенное в компакт-
ном минимальном множестве M, рекуррентно (см. [1, с. 402]); кроме того, любое ком-
пактное инвариантное множество M1 содержит компактное минимальное множество M

(см. [1, с. 401]).
Еще до недавнего времени считалось, что в связном пространстве Σ существуют ком-

пактные инвариантные множества

M1 ⊃M2 ⊃ . . . ⊃Mk ⊃ . . . ,

каждое из которых не является объединением компактных минимальных множеств
(см. [1, гл. V]). Однако в работе [3] было доказано, что если M1 6= Σ, то в связном
компактном пространстве Σ

M1 = M2 = . . . = Mk = . . . = ∅.

Это позволило в работах [4, 5] установить полное взаимоотношение движений в Σ и на
топологическом компактном многообразии. Здесь необходимо отметить, что в [1, с. 365,
с. 375] приведены два типовых примера построения множеств типа Mk на торе и на
действительной плоскости R2. К сожалению, данные примеры оказались некорректными,
что было показано в работе [6].

Целью настоящей работы является дальнейшее развитие результатов работ [3–5], за-
ключающееся в изучении свойств рекуррентных движений динамических систем в полу-
метрическом пространстве.

1. Основные свойства динамических систем

Пусть Γ — топологическое пространство и пусть на Γ задана полная однопараметри-
ческая группа преобразований gt, которая по определению представляет собой динамиче-
скую систему, поскольку gt удовлетворяет аксиомам (a)–(c) (см., например, [7, с. 150, 152]).
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Как обычно, множество A ⊂ Γ будем называть инвариантным, если для всех t ∈ R

gtA = A

(см. [1, с. 349]).
Для системы gt в пространстве Γ мы можем принять основные определения общей

теории динамических систем, изначально введенные Дж. Биркгофом на замкнутом диф-
ференцируемом многообразии (см. [2, гл. VII]). Именно:

(d) если p ∈ Γ, то ω -предельным множеством Ω(p) движения f(t, p) называется
множество

Ω(p) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

f(s, p);

(e) если p ∈ Γ, то α -предельным множеством A(p) движения f(t, p) называется мно-
жество

A(p) =
⋂
t≤0

⋃
s≤t

f(s, p);

(f) множество M ⊂ Γ называется минимальным, если оно непусто, замкнуто, инвари-
антно и не содержит ни одного собственного подмножества, обладающего тремя указан-
ными выше свойствами;

(g) любое движение f(t, p), расположенное в компактном минимальном множестве M,

называется рекуррентным.
В дальнейшем при исследовании рекуррентных движений системы gt мы будем счи-

тать Γ полуметрическим пространством с отделимой структурой. Здесь необходимо от-
метить, что введение отделимой структуры в Γ является естественным, поскольку опре-
деление Биркгофа (f) фактически ее требует.

Напомним, что топологическое пространство Γ называется полуметрическим, если в
нем определено направленное семейство полуметрик (di)i∈I , где множество индексов I

может иметь произвольную мощность (см., например, [8, с. 456]).
Напомним также, что функция dγ : Γ × Γ → [0,+∞) называется полуметрикой, если

она удовлетворяет следующим условиям:
(A) для всех (p, q) ∈ Γ× Γ

dγ(p, q) = dγ(q, p);

(B) для всех p ∈ Γ

dγ(p, p) = 0,

а случай
dγ(p, q) = 0

не исключается при q 6= p;

(C) для всех p ∈ Γ, q ∈ Γ и r ∈ Γ выполнено неравенство треугольника

dγ(p, q) ≤ dγ(p, r) + dγ(r, q).

И, наконец, напомним, что семейство полуметрик (di)i∈I называется направленным,
если для любой конечной части J ⊂ I найдется такое k ∈ I, что dk ≥ dj для всех j ∈ J.
Если же для каждой пары p 6= q найдется такая полуметрика dγ, что

dγ(p, q) > 0,

то будем говорить, что пространство Γ снабжено отделимой структурой (см. [8, с. 456]).



О РЕКУРРЕНТНЫХ ДВИЖЕНИЯХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 375

З а м е ч а н и е 1.1. Простейшим примером полуметризуемого пространства с от-
делимой структурой может служить хаусдорфово компактное пространство Γ (см. [8,
с. 458]). В таком пространстве полуметрики мы можем определить так, как это будет
сделано ниже в п. 4. на топологическом многообразии.

Определение Биркгофа (g) не содержит никакой конструктивной информации о струк-
туре рекуррентного движения. Поэтому, возвращаясь к изучению рекуррентных движе-
ний, заметим, что в пространстве Γ справедлива следующая

Теорема 1.1. Пусть траектория

K(p) = {f(t, p) : t ∈ R}

движения f(t, p) системы gt относительно компактна. Предположим, что для каж-
дого ε > 0 существует такое Nε ∈ N, что для всех t ∈ R

di(f(t, p), f(t+Nε, p)) < ε, i ∈ I. (1.1)

Тогда f(t, p) — рекуррентное движение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, заметим, что силу неравенства (1.1) найдется
такая последовательность натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞, что

lim
k→+∞

sup
t∈R

di(f(t, p), f(t+Nk, p)) = 0, i ∈ I. (1.2)

Для всех N = 0, 1, . . . обозначим через PN — множество функций

t→ f(t+N +m, p), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1], а через P̄N — замыкание множества PN . Далее, заметим,
что в силу относительной компактности траектории K(p) все множества PN равносте-
пенно непрерывны на [0, 1], т. е. что для каждого η > 0 существует такое δ > 0, что при
всех m = 0, 1, . . . равномерно относительно N

di(f(t1 +N +m, p)), f(t2 +N +m, p)) < η, i ∈ I,

всякий раз, когда |t1 − t2| < δ (см. [5]). Значит, согласно третьей теореме Асколи, все
множества P̄N компактны в топологии равномерной сходимости (см. [8, с. 489]).

Очевидно, что по определению

P0 ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ PN ⊃ . . . .

Кроме того, в силу равенства (1.2) каждое множество P̄N инвариантно. Следовательно,

P̄0 = P̄1 = . . . = P̄N = . . . . (1.3)

Заметим теперь, что согласно равенству (1.2)

lim
k→+∞

sup
t∈R

di(f(t, p), f(t−Nk, p)) = 0, i ∈ I.
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Для всех N = 0, 1, . . . обозначим через P ′N — множество функций

t→ f(t−N −m, p), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1]. Пусть P̄ ′N — замыкание множества P ′N . Тогда, действуя
как и выше, несложно показать, что все множества P̄ ′N компактны в топологии равно-
мерной сходимости, инвариантны и удовлетворяют условию

P̄ ′0 = P̄ ′1 = . . . = P̄ ′N = . . . = P̄0. (1.4)

В силу компактности и инвариантности множеств P̄N и P̄ ′N , отделимости простран-
ства Γ и равенств (1.3) и (1.4) несложно заметить, что K̄(p) — компактное минимальное
множество. Поэтому согласно определению (g) Биркгофа f(t, p) — рекуррентное движе-
ние.

З а м е ч а н и е 1.2. Вообще говоря, при одном естественном дополнительном пред-
положении условие (1.1) выполняется с необходимостью (см. следствие 2.1).

2. Произвольные и рекуррентные движения

Основное значение теоремы 1.1 состоит в том, что из нее вытекает новое свойство про-
извольных и рекуррентных движений системы gt. Это свойство устанавливает следующая

Теорема 2.1. Пусть положительная полутраектория

K+(p) = {f(t, p) : t ≥ 0}

движения f(t, p) относительно секвенциально компактна. Тогда из любой последова-
тельности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно выбрать такую ее подпоследова-
тельность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существует рекуррентное движение f(t, q), удовлетво-
ряющее следующим условиям:

(i) для всех t ≥ 0

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl , p), f(t, q)) = 0, i ∈ I; (2.1)

(ii) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl+1
−Nkl , q), f(t, q)) = 0, i ∈ I. (2.2)

Аналогичным образом, если отрицательная полутраектория

K−(p) = {f(t, p) : t ≤ 0}

движения f(t, p) относительно секвенциально компактна, то из любой последователь-
ности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно выбрать такую ее подпоследователь-
ность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существует рекуррентное движение f(t, r), удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(iii) для всех t ≤ 0

lim
l→+∞

di(f(t−Nkl , p), f(t, r)) = 0, i ∈ I; (2.3)

(iv) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

di(f(t−Nkl+1
+Nkl , r), f(t, r)) = 0, i ∈ I. (2.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для доказательства теоремы 2.1 достаточно
установить существование рекуррентного движения f(t, q), удовлетворяющего условиям
(i) и (ii). Проделаем это.

Для всех N = 1, 2, . . . положим

pN = f(N, p). (2.5)

Тогда, как несложно заметить,

pN+m = f(m, pN), N = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . . (2.6)

Пусть (Nk)k∈N ↑ +∞ — произвольная последовательность натуральных чисел. В со-
ответствие с (Nk)k∈N из (pN)N∈N выберем последовательность (pNk

)k∈N. В силу относи-
тельной секвенциальной компактности полутраектории K+(p) из (pNk

)k∈N можно такую
ее подпоследовательность (pNkl

)l∈N, что для некоторой точки q ∈ K̄+(p)

lim
l→+∞

di(pNkl
, q) = 0, i ∈ I,

где K̄+(p) — замыкание множества K+(p).

Так как по условию множество K̄+(p) секвенциально компактно, то, действуя стан-
дартным образом, несложно показать, что ω -предельное множество Ω(p) ⊂ K̄+(p) дви-
жения f(t, p) непусто, секвенциально компактно и инвариантно (см. [1, гл. V]). Отсюда,
в частности, следует, что движение f(t, q) расположено в Ω(p).

Поскольку отображение (t, x) → gtx непрерывно и множество K̄+(p) компактно, то
множество P функций

t→ f(t, pN), N = 1, 2, . . . ,

определенных при t ≥ 0, равностепенно непрерывно на произвольном отрезке [0, T ]

(см. [5]). Значит, равномерно на каждом отрезке [0, T ]

lim
l→+∞

di(f(t, pNkl
), f(t, q)) = 0, i ∈ I. (2.7)

Аналогичным образом, множество Q функций

t→ f(t±m, q), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1], равностепенно непрерывно на [0, 1]. Следовательно, его
замыкание Q̄ компактно в топологии равномерной сходимости.

Для всех l = 1, 2, . . . обозначим через PNkl
— множество функций

t→ f(t+m, pNkl
), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1], а через Q0 ⊂ Q — множество функций

t→ f(t+m, q), m = 0, 1, . . . ,

также определенных на [0, 1]. Тогда в силу равенств (2.5) и (2.7)

Q̄0 ⊂
⋂
l≥1

P̄Nkl
, (2.8)
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где P̄Nkl
и Q̄0 — замыкания множеств PNkl

и Q0 соответственно.
Пусть

∆Nkl
= Nkl+1

−Nkl , l = 1, 2, . . . .

Принимая во внимание равенство (2.6), заметим, что

pNkl+1
= f(∆Nkl

, pNkl
).

Следовательно, согласно равенству (2.7)

lim
l→+∞

di(f(∆Nkl
, pNkl

), q) = 0, i ∈ I. (2.9)

Более того, так как множество Ω(p) секвенциально компактно, то без какой-либо потери
общности можем считать, что найдется такая точка q∗ ∈ Σ, что существует предел

lim
l→+∞

di(f(∆Nkl
, q), q∗) = 0, i ∈ I. (2.10)

Заметим теперь, что в пространстве Γ введена отделимая полуметрическая структура.
Поэтому, если q 6= q∗, то существует такая полуметрика dγ, что

dγ(q, q
∗) > 0.

Тогда в силу равенств (2.9) и (2.10) найдется такое положительное число ε > 0, что при
всех l = 1, 2, . . .

dγ(f(∆Nkl
, pNkl

), f(∆Nkl
, q)) ≥ ε. (2.11)

В этом случае движение f(t, q) не является периодическим движением с натуральным
периодом. Значит,

sup
l≥1

∆Nkl
= +∞ (2.12)

и
sup
l≥1

(∆Nkl+1
−∆Nkl

) = +∞. (2.13)

Для простоты обозначений положим

tkl = ∆Nkl
+ 1, l = 1, 2, . . . .

Тогда согласно неравенству (2.11) для всех l = 1, 2, . . .

max
0≤t≤tkl

dγ(f(t, pNkl
), f(t, q)) ≥ ε.

Поэтому в силу равенства (2.7) без какой-либо потери общности можем считать, что су-
ществует такая последовательность положительных чисел (εl)l∈N ↓ 0, что

max
0≤t≤tkl

dγ(f(t, pNkl
), f(t, q)) ≥ ε (2.14)

и
max

0≤t≤tkl
dγ(f(t, pNkl+1

), f(t, q)) < εl. (2.15)
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Согласно (2.12) объединение ⋃
l≥1

[0, tkl ]

расширяющихся отрезков

[0, tk1 ] ⊂ [0, tk2 ] ⊂ . . . ⊂ [0, tkl ] ⊂ . . .

исчерпывает всю полуось [0,+∞), а на каждом отрезке [0, tkl ] выполнены неравенства
(2.14) и (2.15). Последнее, однако, в силу равенства (2.13) и включения (2.8) невозможно.

Полученное противоречие означает, что вне зависимости от периодичности движения
f(t, q)

lim
l→+∞

di(f(∆Nkl
, q), q) = 0, i ∈ I.

Следовательно, равномерно на каждом отрезке [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(t+ ∆Nkl
, q), f(t, q)) = 0, i ∈ I. (2.16)

Более того, поскольку множество Q̄ компактно, то в силу равенства (2.16)

Q̄ =
⋂
l≥1

g
∆Nkl Q̄ (2.17)

(см. доказательство теоремы 1.1).
Предположим, что сходимость в (2.16) не равномерна на всей оси R. Тогда существуют

такие ε > 0 и j ∈ I, что для всех l = 1, 2, . . .

sup
t∈R

dj(f(t+ ∆Nkl
, q), f(t, q)) ≥ ε.

Поэтому найдутся такие последовательности (εl)l∈N ↑ ε положительных и (ml)l∈N ↑ +∞
натуральных чисел, что

δl = max
−ml≤t≤ml

dj(f(t+ ∆Nkl
, q), f(t, q)) ≥ εl.

Следовательно,
lim
l→+∞

sup δl ≥ ε.

Последнее, однако, противоречит равенству (2.17). Значит, сходимость в равенстве (2.16)
равномерна на всей оси R.

Таким образом, в силу теоремы 1.1 и равномерной сходимости в (2.16) на всей оси R
видим, что f(t, q) — рекуррентное движение.

Следствие 2.1. Если траектория K(p) движения f(t, p) относительно секвенци-
ально компактна, то условие рекуррентности (1.1) выполняется с необходимостью.

З а м е ч а н и е 2.1. По построению несложно заметить, что множество Q̄0 представ-
ляет собой компактное в топологии равномерной сходимости минимальное множество M.
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3. Основное свойство предельных множеств

Из теоремы 2.1 вытекает новое свойство предельных множеств системы gt, которое
можно считать основным. Это свойство устанавливает следующая

Теорема 3.1. Если положительная полутраектория K+(p) движения f(t, p) отно-
сительно секвенциально компактна, то ω -предельное множество Ω(p) данного движе-
ния — секвенциально компактное минимальное множество. Если же отрицательная
полутраектория K−(p) движения f(t, p) относительно секвенциально компактна, то
α -предельное множество A(p) данного движения — секвенциально компактное мини-
мальное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всех N = 1, 2, . . . обозначим через PN — множество
функций

t→ f(t+N +m, p), m = 0, 1, . . . ,

определенных на отрезке [0, 1]. Пусть P̄N — замыкание множества PN . При этом поло-
жим

M =
⋂
N≥1

P̄N . (3.1)

Очевидно, что
P̄1 ⊃ P̄2 ⊃ . . . ⊃ P̄N ⊃ . . . .

Поэтому для каждой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞

M =
⋂
k≥1

P̄Nk
. (3.2)

Поскольку полутраектория K+(p) относительно секвенциально компактна, то любое
множество PN равностепенно непрерывно, т. е. множество M непусто, компактно в то-
пологии равномерной сходимости и инвариантно (см. [5]). Более того, в силу включения
(2.8) и равенств (3.1), (3.2) несложно заметить, что M — компактное в топологии рав-
номерной сходимости минимальное множество (см. замечание 2.1). Отсюда следует, что
Ω(p) — секвенциально компактное минимальное множество.

Заметим теперь, что доказательство второй части теоремы 3.1 фактически ничем не
отличается от приведенного выше.

4. Динамические системы на многообразиях

Пусть V — топологическое многообразие размерности n и пусть на V задана полная
однопараметрическая группа преобразований gt, т. е. gt представляет собой динамиче-
скую систему, для которой установлены все базовые понятия общей теории динамических
систем, приведенные ранее в п. 1.

Зафиксируем произвольный атлас (Φs, ϕs)s∈S многообразия V, где Φs — некоторая от-
крытая часть пространства Rn и ϕs — гомеоморфизм Φs на Vs⊂ V. Для всех s ∈S любое
компактное множество E ⊂ Φs имеет компактный образ ϕs(E) в V. Значит, многообразие
V полуметризуемо как топологическое локально компактное пространство (см. [8, с. 458]).
Полуметрики на V мы определим следующим образом.
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Зафиксируем некоторое непустое открытое множество V0 ⊂ V и зададим непрерывное
отображение γ : V → [0,+∞), такое, что γ(p) > 0, если p ∈ V0, и γ(p) = 0 в противном
случае. Тогда, очевидно, равенство

dγ(p, q) = |γ(p)− γ(q)|

дает полуметрику dγ на V (см. [8, с. 457]).
Изменяя функцию γ, мы можем получать различные полуметрики dγ. Значит, всегда

можно построить семейство полуметрик (di)i∈I0 , которое будет направленным. При этом
всегда можно добиться того, что для двух любых точек p 6= q нашлась полуметрика dγ,

для которой dγ(p, q) > 0. Проделав эту процедуру на всех непустых открытых множествах
V0 ⊂ V, мы превратим V в полуметрическое пространство с отделимой структурой, где
топология вводится семейством полуметрик (di)i∈I .

Поскольку каждое бесконечное компактное множество E0 ⊂ Φs секвенциально ком-
пактно, его образ ϕs(E0) также секвенциально компактен. Поэтому в силу результатов
п.п. 1.–3. на многообразии V справедливы следующие теоремы.

Теорема 4.1. Если траектория K(p) движения f(t, p) системы gt относительно
компактна, то необходимое и достаточное условие рекуррентности f(t, p) состоит в
том, что для каждого ε > 0 существует такое Nε ∈ N, что для всех t ∈ R выполнено
неравенство (1.1).

Теорема 4.2. Если положительная полутраектория K+(p) движения f(t, p) отно-
сительно компактна, то из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑
+∞ можно выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существует
рекуррентное движение f(t, q), удовлетворяющее следующим условиям:

(i ′ ) для всех t ≥ 0 выполнено равенство (2.1);
(ii ′ ) равномерно на всей оси R выполнено равенство (2.2).
Если же отрицательная полутраектория K−(p) движения f(t, p) относительно

компактна, то из любой последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно
выбрать такую ее подпоследовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существует рекуррент-
ное движение f(t, r), удовлетворяющее следующим условиям:

(iii ′ ) для всех t ≤ 0 выполнено равенство (2.3);
(iv ′ ) равномерно на всей оси R выполнено равенство (2.4).

Теорема 4.3. Если положительная полутраектория K+(p) движения f(t, p) отно-
сительно компактна, то ω -предельное множество Ω(p) данного движения — компакт-
ное минимальное множество. Если же отрицательная полутраектория K−(p) движе-
ния f(t, p) относительно компактна, то α -предельное множество A(p) данного дви-
жения — компактное минимальное множество.

Остается добавить, что в силу теоремы 4.3 теорема 4.2 существенно упрощает клас-
сическое представление о взаимоотношении движений на V, фактически изложенное
в [2, гл. VII] и с тех пор не менявшееся. Что же касается теоремы 4.1, то в дополне-
ние к определению Биркгофа (g) она дает достаточно полное представление о структуре
рекуррентного движения как функции времени.
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